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Die Punkte —e— o beziehen sich auf in den Historischen Anmerkungen
erwihnte (Publikations-)Daten,



- 170 -

HISTORISCHE ANMERKUNGEN

Die mengentheoretische Topologie als selbstdndiger Zweig der Mathe-
matik entstand vor ca. 70 Jahren.

Topologische Ideen jedoch gehen bis in die Antike zurick. Grenzwert-
Betrachtungen waren bereits den Griechen vertraut. Seit Erfindung
des Infinitesimalkalkiils durch Newton (1643 - 1727) und Leibniz
(1646 - 1716) spielen sie eine fundemantale Rolle in der Mathematik.
Bereits Leibniz schwebte eine “"Analysis situs" als selbstdndiger
Wissenschaftszweig vor, ohne daf dieser zur damaligen Zeit bereits

entwickelt werden konnte.

Die notwendigen Grundlagen der mengentheoretischen Topologie wurden
im 19. Jahrhundert gelegt:

(1) Geometrische Betrachtungsweisen begannen, analytische Zusammen-
hiinge zu erhellen. Gauss entmystifizierte 1831 die komplexen Zahlen
durch ihre Darstellung als Punkte einer Ebene (der Gaussschen Zah-
lenebene). Riemann, wie Gauss einer der genialsten Mathematiker al-
ler Zeiten, dessen Ideen in zahlreichen Zweigen der Mathematik und
Physik wegweisend wirkten, stellte 1851 in seiner Dissertation
"Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer verdn-
derlichen komplexen Gr&fe" holomorphe Funktionen nicht mehr als ge-
wisse analytische Ausdriicke sondern als Abbildungen zwischen geeig-
neten Flichen (den Riemannschen Fl&chen) dar, und entwickelte 1854
in seinem beriihmten Habilitationsvortrag "Uber die Hypothesen, wel-
che der Geometrie zu Grunde liegen"” die Idee einer Analysis situs
als Lehre von den mehrfach ausgedehnten stetigen Gr&Ben. Kleins
"Erlanger Programm" von 1872 gab geometrischen Ideen weiteren Auf-
schwung. Hilberts beriihmte Untersuchungen iiber Integralgleichungen
filhrten ihn 1904 zur Definition des unendlich-dimensionalen Hilbert-
Raumes 12, dessen Punkte gewisse Folgen sind, und dessen Eigenschaf-
ten Hilberts Schiiler E. Schmidt 1908 in rein geometrischer Sprache
darstellte.

(2) Die wissenschaftliche Strenge des Altertums, die den Mathema-
tikern des 18. und beginnenden 19. Jahrhunderts bei der stiirmischen
Entwicklung und Anwendung des Infinitesimalkalkills teilweise abhan-
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den gekommen war*, wurde wiederentdeckt. Vage intultive Vorstellun-
gen wurden durch prdzise Begriffsbildungen und Hinweise auf die An-
schaung durch liickenlose Beweisketten ersetzt. Das war besonders not-
wendig "in einem Gebiet, wo schlechthin nichts selbstverstdndlich und
das Richtige hdufig paradox, das Plausible falsch ist" und wo man
"scheinbaren Evidenzen nur nach vorsichtiger Priifung trauen darf"
(Hausdorff 1914). Die Begriffe Konvergenz und Stetigkeit erhielten
durch Bolzano in Prag, Cauchy in Paris und WeierstraB in Berlin pri-
zise Bedeutungen. Bolzano, kein eigentlicher Fachmathematiker sondern
in erster Linie Theologe und Philosoph, der wegen seiner aufklire-
rischen Ideen am 24. Dezember 1819 auf Dringen der Curie seine Po-
sition als Theologe an der Prager Universitdt verlor und nur knapp
dem Kerker entging, verSffentlichte 1817 eine bedeutende Schrift
"Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, daB zwischen je zwey
Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens

eine reelle Wurzel der Gleichung liege". Sie blieb leider lange

fast unbekannt. Seine "Funktionenlehre", die Resultate von Cauchy

und Weierstraf vorwegnahm, wurde gar erst 1930 verdffentlicht, mehr
als 8o Jahre nach seinem Tod. Ganz im Gegensatz zu Bolzano war

Cauchy nicht nur einer der produktivsten, sondern auch einer der an-
erkanntesten und einfluBreichsten Mathematiker der ersten Hilfte

des 19. Jahrhunderts. Ganz im Gegensatz zu Bolzano erzkonservativ,
muBte er als treuer Anhdnger K&nig Karls X - nicht bereit, einen

Eid auf dessen Nachfolger zu leisten - Frankreich zwischen 1830 und
1838 verlassen.

WeierstraB war 1842 bis 1855 Lehrer und erzielte wdhrend dieser
Zeit bahnbrechende Resultate, die ihm 1864, fast 5o0-jdhrig, zu ei-
ner ordentlichen Professur in Berlin verhalfen. Wegen seiner auBer-
ordentlichen wissenschaftlichen Leistungen und seiner blendenden
Vorlesungen wurde er im reifen Alter beriihmt und vielfach geehrt.
Die heutige "Epsilontik" geht auf ihn zurilick und die "Weierstrafi-
sche Strenge" wurde durch Felix Klein zu einem gefliigelten Wort.
1841 entdeckte WeierstraB das Konzept der gleichmdBigen Konvergenz;
1885 bewies er, daB jede stetige Funktion f: [a,b] - R gleichmdéBig

durch Polynome approximierbar ist (ein Ergebnis, das 1937 durch

1 X
x 1-x

scheinend nichts Beunruhigendes, obwohl die Reihe fiir kein x kon-

¥ n_ x
n+§ =

8m 8

*z.B. fand Euler an der Formel = 0 an-

o
n
x =X
o

vergiert.
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M.H. Stone einen erheblich weiteren Rahmen erhalten sollte), womit
Riemanns Idee von Funktionenrd@umen durch ein erstes wesentliches
Resultat konkreter zu werden begann. WeierstraBf entwickelte auch be-
reits die lokalisierte Form der gleichmdBigen Konvergenz unter dem
Namen "gleichmdBfige Konvergenz in jedem Punkt", deren grofie Bedeu-
tung unter dem Namen "stetige Konvergenz" 1921 von Hahn in der reel-
len Analysis und 1929 von Carathéodory in der komplexen Analysis de-
monstriert werden sollte. Heine entdeckte 1870 das Konzept der
gleichméBigen Stetigkeit und zeigte, daB jede stetige Abbildung

f: [a,b] - R bereits gleichmdBig stetig ist. Der Begriff der reel-
len Funktion erhielt 1870 durch Hankel in seinem Vortrag "Unter-
suchungen iber die unendlich oft oszillierenden und unstetigen Funk-
tionen" seine heutige prdzise und allgemeine Form. Das System der
reellen Zahlen erhielt 1872 durch Dedekinds Schrift "“Stetigkeit und
Irrationale Zahlen" eine solide Grundlage.

(3) Die axiomatische Methode, die uns schon in Euklids Elementen
begegnet und die im Laufe der Jahrhunderte stark in den Hintergrund
getreten war, wurde wiederbelebt - insbesondere durch das erfolg-
reiche, 1899 erstmals erschienene Werk "Grundlagen der Geometrie"
von Hilbert, einem der einfluBreichsten Mathematiker aller Zeiten,
dessen 1900 auf dem Internationalen Mathematiker-Kongref in Paris
vorgestellten 23 Probleme die Mathematiker so faszinierten, das
sich seit nunmehr fast 1oo Jahren fiilhrende Mathematiker um deren
L8sung bemiihen, der in den Jahren 1895 bis 1930 den kleinen Ort
Géttingen zu einem Mekka fiir Mathematiker und Physiker machte und
der 69-facher Doktor-Vater wurde. Ohne die axiomatische Methode
widren die Entstehung und die explosionsartige Entfaltung neuer ma-
thematischer Wissenschaftszweige wie Topologie, MaBtheorie, Funk-
tionalanalysis und Algebra in der ersten Hdlfte des 20. Jahrhunderts
unvorstellbar.

(4) Die bedeutendste Grundlage fiir die Topologie - und nicht nur
fiir sie, sondern fiir grofe Teile der Mathematik des 20. Jahrhun-
derts -~ wurde von Cantor in den Jahren 1879 bis 1884 mit der Exr-
schaffung der Mengenlehre gelegt. Erste Ansdtze der Cantorschen
Ideen sind bereits in Bolzanos 1851 (posthum) erschienenen "Para-
doxien des Unendlichen" erkennbar, doch blieb es dem Genie Cantor
vorbehalten, die Mengenlehre als mathematische Disziplin zu ent-
wickeln. Es ist heute nur noch schwer vorstellbar, daf Cantors
epochemachende Leistungen damals nicht allgemein anerkennt wurden.
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Wdhrend Hilbert spdter von dem von Cantor geschaffenen Paradies
sprach, aus dem die Mathematiker sich nicht wieder wlirden vertrei-
ben lassen, wurden Cantors Begriffsbildungen von anderen z.T. er-
bittert bekdmpft, wobei sich besonders unrithmlich der hervorragen-
de Algebraiker Kronecker hervortat, der (gliicklicherweise nur mit
verzdgerndem Erfolg) die Vertffentlichung Cantorscher Ergebnisse

zu verhindern suchte und (leider erfolgreich) eine Berufung Cantors
nach Berlin verhinderte. Es ist nicht auszuschlieBen, daf die Ab-
lehnung seiner Ideen wesentlich dazu beitrug, daf Cantor 1884 gei-
stig schwer erkrankte, spdter wiederholt Nervenzusammenbriiche er-
litt und schlieBlich in einer Nervenklinik starb. Cantors Bedeu-
tung fir die Topologie liegt aber nicht allein in der Erschaffung
der Mengenlehre, sondern auch darin, daf er wesentliche Einsich-
ten in die topologische Struktur zundchst der reellen Zahlengera-
den und spdter der endlich-dimensionalen Luklidischen Riume gewann.
Nach Bourbaki ist es "bewundernswert zu sehen, mit welcher Sauber-
keit sich unter seinen Hd&nden nach und nach diese Begriffe entwir-
ren, die so unentwirrbar in dem klassischen Begriff des 'Konti-
nuums ' verwickelt schienen", Insbesondere definierte und analysier-
te er fiir Teilmengen des R" als erster die Begriffe H&ufungspunkt,
offene, abgeschlossene, in sich dichte und total-unzusammenh&dngen-
de Menge. Zusammenhdngende Mengen wurden zwar erst spdter von Jor-
dan (1893) und Schoenflies (1902) eingefiihrt, doch hatte Cantor
bereits 1883 den uniformen Zusammenhang in Form des Ketten-Zusam-
menhangs definiert. Von Cantor stammen ferner die Konstruktion und
die Untersuchung der denkwiirdigen Eigenschaften des nach ihm be-
nannten Cantorschen Diskontinuums sowie die Entdeckung der Cantor-
schen Durchschnittseigenschaft: jede monoton fallende Folge nicht-
leerer, abgeschlossener Teilmengen eines beschrdnkten reellen Inter-
valls hat einen nicht-leeren Schnitt. Erstaunen, nicht nur bei den
zeitgenossen sondern auch bei ihm selbst, rief Cantors Entdeckung
(1877) hervor, daB fiir je zwei natlirliche Zahlen n und m eine Bi-
jektion zwischen dem n-dimensionalen Euklidischen Raum R" und dem
m-dimensionalen Euklidischen Raum IR™ existiert. Dieses Paradoxon
schien das Dimensions-Konzept zu erschiittern, zumal Peano 18%0 zei-
gen konnte, daB eine stetige Surjektion f: [0,1] - [0,1]2 existiert.
Jedoch vermutete bereits Dedekind, der neben Galois als Begrilnder
der modernen Algebra gilt, in einem Brief an Cantor, daB flir n # m
keine in beiden Richtungen stetige Bijektion £: R” + m™ existie-
ren kdnne, eine Vermutung, die erst 1911 durch Brouwer bewiesen
werden sollte. SchlieBlich gelangen Cantor, Weierstraf und Dedekind
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mit Hilfe der von Cantor geschaffenen Begriffe axiomatische und
konstruktive Beschreibungen reeller Zahlen. Das 1888 ver{ffentlich-
te Werk "Was sind und was sollen die Zahlen" von Dedekind gilt auch

heute noch als Grundlage zum Aufbau der Analysis.

Um die Jahrhundertwende gab es, teils angeregt durch Cantors Unter-
suchungen, teils motiviert durch spezielle analytische Fragen, zahl-
reiche weitere Untersuchungen iiber die topologische Struktur von
Mengen in endlich-dimensionalen Euklidischen R&umen und von Mengen
reellwertiger Funktionen. Nachdem Bolzano und WeierstraB bereits
gezeigt hatten, daB jede beschridnkte Folge reeller Zahlen eine kon-
vergente Teilfolge besitzt, charakterisierten Arzela und Ascoli
1883/84 Mengen F stetiger Funktionen f£: [a,b] - IR mit der Eigen-
schaft, daB jede Folge (fn) in F eine gleichm&Big konvergente Teil-
folge besitzt. (Analoge Ergebnisse fiir komplexwertige holomorphe
Funktionen wurden sp&ter durch Vitali, Carathéodory und Montel er-
zielt). Borel bewies 1894 in seiner Dissertation, daB jede Uber-
deckung eines abgeschlossenen Intervalls reeller 2Zahlen durch eine
Folge offener Intervalle bereits eine endliche {Jberdeckung besitzt.
Eine prédzise Fassung des wichtigen topologischen Begriffs der Kom-
paktheit, schien greifbar nahe, gelang jedoch erst ca. 30 Jahre
spdter den Russen Alexandroff und Uryschn (siehe unten). Borel wur-
de durch maBtheoretische Fragen zu seinem Ergebnis gefilhrt. Er be-
ndtigte den Satz ndmlich, um zeigen zu k&nnen, daf fiir jede Uber-
deckung des abgeschlossenen Intervalls I durch eine Folge offener
Intervalle In die L&nge II| von I hochstens gleich der Summe ZIInl
der Ldngen IInI der Intervalle In ist. Erst diese Tatsache macht
eine sinnvolle Maftheorie m8glich. Borels Ideen wurden von Lebegque
in seiner Dissertation (1%02) weiterentwickelt und die im Entstehen
begriffenen Wissenschaftszweige MaBtheorie und Topologie begannen
sich in mannigfacher Weise wechselseitig zu befruchten. Hatte Cauchy
1821 noch irrtiimlich behauptet, daB der einfache Limes einer Folge
stetiger Funktionen wieder stetig sei, was von Abel 1826 widerlegt
wurde, so startete Baire 1899 in seiner Dissertation "Sur les
fonctions de variables réelles" tiefgriindige Untersuchungen Uber
reelle Funktionen, welche sich sukzessive aus stetigen Funktionen
mittels einfacher Limesbildungen gewinnen lassen. Im Rahmen dieser
Untersuchungen fiihrte er Mengen von 1. und 2. Kategorie ein und
zeigte zundchst, daf IR, spdter daB RrR"™ von 2, Kategorie ist. Die
Baireschen Ergebnisse wurden Ausgangspunkt fiir zahlreiche Erkennt-
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nisse nicht nur in der Topologie (besonders durch die Polnische
Schule, siehe unten) sondern auch in der Funktionalanalysis, die
sich in enger Verzahnung mit der Topologie zu entwickeln begann. 2Zu
den faszinierendsten Ergebnissen der im Entstehen begriffenen Topo-
logie gehSren die in den Jahren 1910 bis 1912 erschienenen Resulta-
te Brouwers, dem es gelang, eine Reihe fundamentaler, scheinbar evi-
denter Eigenschaften der endlich-dimensionalen Euklidischen R&ume
mittels &uBerst tiefsinniger Uberlegungen zu beweisen, insbesondere
den nach ihm benannten Fixpunktsatz, die Sitze von der Invarianz
der Dimension und des Gebiets und die Verallgemeinerung des 1893
von Jordan bewiesenen Kurvensatzes auf den R". Es ist besonders
bemerkenswert, daB8 diese Ergebnisse von einem Wissenschaftler er-
zielt wurden, der an v$llig anderen Fragen interessiert war, ném-
lich an einer soliden Grundlequng der Mathematik. Brouwer lehnte
nicht-konstruktive Beweisverfahren z.B. mittels des sog. Auswahl-
axioms oder mittels indirekter Beweise vermdbge des "Satzes vom aus-
geschlossenen Dritten" als logisch unbegriindete, auf unzuldssigen
Verallgemeinerungen basierende, Denkgewohnheiten strikt ab. Um bei
den Mathematiker-Kollegen flir seine revolutiondren Ideen Gehdr zu
finden, sah er sich gezwungen, ihnen zundchst zu beweisen, daB er
ein fidhiger Mathematiker ist. So bewies dieser geniale Holldnder in-
nerhalb weniger Jahre die fundamentalsten Ergebnisse {lber die Topo-
logie endlich-dimensionaler Euklidischer R#ume - unter Zuhilfenahme
von Begriffen und Methoden, die er selbst flir unzul&ssig erachtete.
Brouwers Untersuchungen wirkten auf viele jilingere Mathematiker sti-
mulierend. So schrieb H. Weyl in seinem 1913 erschienenen vielbe-
wunderten Werk "Die Idee der Riemannschen Fldche", dessen Ziel eine
streng begriindete Entwicklung der Grundideen der Riemannschen Funk-
tionentheorie war, "... bin ich dabei durch die in den letzten Jah-
ren erschienenen grundlegenden topologischen Untersuchungen Brouwers,
deren gedankliche Schi3rfe und Konzentration man bewundern muB, ge-

férdert worden".

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts gab es erste Versuche, zur Vereln-
heitlichung der Untersuchung topologischer Phénomene einen abstrak-
ten Raumbegriff axiomatisch zu fassen. Die Versuche von Fréchet in
seiner Dissertation "Sur quelques points du calcul fonctionel" (1906),
Réume durch Axiomatisierung des Begriffs der Konvergenz von Folgen,
und von F. Riesz in seinen Arbeiten "Die Genesis des Raumbegriffs”
(1906) und "Stetigkeitsbegriff und abstrakte Mengenlehre" (1908),

Riume durch Axiomatisierung des Begriffs H#ufungspunkt bzw. durch
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Axiomatisierung des Begriffs der benachbarten Mengen zu definieren,
erwiesen sich jedoch als unbefriedigend, da die jeweiligen Axiome
ungeeignet gewdhlt waren. Jedoch gelang Fréchet in seiner Disserta-
tion ein groBer Wurf: er definierte metrische Riume in ihrer heuti-
gen Form (der Name "metrischer Raum" stammt von Hausdorff 1914) und
schuf damit einen Raumbegriff, der

(a) einen geeigneten Rahmen fiir die Untersuchung der topologischen
Eigenschaften endlich-dimensionaler Euklidischer Riume und des
Hilbert-Raumes 12 schuf,

(b) eine Grundlage bildete, auf der F. Riesz, bis 1912 Lehrer an
einer Kleinstadtschule, 1910 die Theorie der Lp—Réume, 1913
die der lp—Raume und 1916 die der mit der Supremum-Norm ver-
sehenen Rdume C([a,b]) stetiger Abbildungen f: [a,b] » IR ent-

wickeln konnte,

(c) eine Grundlage fiir die Theorie der Banach-Riume und somit der
Funktionalanalysis legte, die insbesondere durch die Arbeiten
Banachs, des brilliantesten polnischen Mathematikers (von
Steinhaus wdhrend eines Parkspaziergangs "entdeckt", Kaffee-
haus-Mathematiker, w&hrend der deutschen Besetzung Polens ge-
zwungen, als Liuse-Erndhrer in einem Institut zur Gewinnung
von Anti-Typhus-Impfstoff zu fungieren, durch Lungenkrebs bei
Kriegsende dahingerafft) seit 1920 zu einem eigenstdndigen
Zweig der Mathematik entwickelt wurde,

(d) eine Grundlage der von Fréchet selbst 1926 entworfenen Theorie
der heute nach ihm benannten Fréchet-Riume (= vollstindig me-
trisierbare topologische Vektorrdume) bildete.

Fréchets Dissertation, in der fiir metrische Riume bereits die Be-
griffe vollstdndig, separabel und kompakt definiert werden, hatte -
wie obige Bemerkungen erkennen lassen - einen enormen EinfluB nicht
nur auf die Entwicklung der Topologie sondern auch auf die der
Funktionalanalysis. Der entscheidende Wurf jedoch gelang Hausdorff.
In seinem 1914 erschienenen, Cantor gewidmeten Buch "Grundzilge der
Mengenlehre" definierte er topologische Rdume durch Axiomatisierung
des Umgebungsbegriffs (Prdziser: von offenen Umgebungsbasen) in
einer Form, die nur um weniges enger ist als die heute gebriuch-
liche (die von ihm definierten R3ume heiBen heute Hausdorff-R&ume).
In seinem Buch entwickelte er mit groBer Klarheit sowohl die Theorie
topologischer Riume als auch die Theorie metrischer Riume. Es ist
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wohl einzigartig in der Geschichte der Mathematik, daB ein neues
mathematisches Gebiet schlagartig durch das Erscheinen eines ein-
zigen Buches entstand. Hausdorffs Theorie, nach Bourbaki "ein Vor-
bild fiir eine axiomatische Theorie, die abstrakt, doch von vornherein
auf Anwendungen eingestellt ist", war der Ausgangspunkt flir zahl-
reiche Untersuchungen auf dem Gebiet der Topologie (sowie auch der
MaBtheorie), insbesondere der weiter unten erwZhnten Moskauer Schu-
le und der Polnischen Schule. Die mengentheoretische Topologie als
gesonderter Wissenschaftszweig war entstanden und gelangte schnell
zu voller Bliite. Auf Hausdorff selbst gehen eine Fiille von Ergeb-
nissen zurilick. Besonders erwdhnt sei sein Satz iiber die M&glichkeit
der Fortsetzung topologisch &quivalenter Metriken von abgeschlosse-
nen Teilrdumen und seine Konstruktion der Vervollstd@ndigung metri-
scher Riume, die dem Cantorschen Verfahren der Vervollstdndigung

von § zu IR nachgebildet ist. Hausdorff war ein vielseitiger Mann.
Neben fundamentalen Arbeiten in Mengentheorie, Topologie, MaBtheorie
und anderen mathematischen Disziplinen verdffentlichte er Arbeiten
in Astronomie und Optik sowie unter dem Kiinstlernamen Paul Mongré
zwei Blicher mit Gedichten und Aphorismen, philosophischen und lite-
rarischen Essays, ein philosophisches Buch und eine mit beachtlichem
Erfolg aufgefiihrte Posse "Der Arzt seiner Ehre"., Hausdorffs Ende er-
fiillt mit Schmerz und Bitterkeit. Als er sich unter dem National-
sozialismus als Jude der Internierung in einem Konzentrationslager
nicht mehr entziehen konnte, schied er gemeinsam mit seiner Frau

und deren Schwester aus dem Leben.

Hausdorffs Buch inspirierte zahlreiche junge Mathematiker, sich dem
neu geschaffenen Zweig der Mathematik zu widmen. In Moskau waren
insbesondere Alexandroff und Urysohn von Hausdorffs Werk fasziniert.
Alexandroff hatte nach anfdnglichen Erfolgen zwischenzeitlich das
Vertrauen in seine mathematische Begabung verloren, da es ihm nicht
gelang, - was uns im Nachhinein nicht verwundern kann -, Cantors
Kontinuumhypothese zu beweisen oder zu widerlegen. Er verlieB Moskau
voriibergehend, wurde Theaterproduzent, hielt Vortrdge {iber Theater
und Literatur, kehrte aber nach einigen Jahren nach Moskau zuriick,
wo er, von Urysohn angeregt und gemeinsam mit diesem eine Reihe
wichtiger topologischer Arbeiten produzierte und den Moskauer Topo-
logen-Kreis griindete. Spdter schrieb er (in freier Ubersetzung):
"... sahen wir in den neu entdeckten topologischen Rdumen ein fas-
zinierendes Feld fiir mathematische Untersuchungen und wir entschie-

den uns, diese Untersuchungen mit der grégtmdglichen Griindlichkeit
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durchzufiihren, an dem Ende beginnend, das uns am aussichtsreichsten
schien - dem Konzept der Kompaktheit". Die beriihmte Arbeit “Mémoire
sur les espaces topologigues compacts" von Alexandroff und Urysohn,
in welcher der Kompaktheits-Begriff seine endgliltige Form erhielt,
war 1923 vollendet, wurde aber erst 1929 verdffentlicht. DaB die
Begriffs-Bildung gelungen war, wurde spdter besonders durch den Satz
von Tychonoff (1930) und die Erxrgebnisse von éech (1937) und M.H,
Stone (1937) deutlich. Ein anderes Problem, dem sich Alexandroff
und Urysohn zuwandten, und das fiir viele Jahre herausragende Topo-
logen beschdftigen sollte, war die Frage nach den Beziehungen zwi-
schen metrischen und topologischen Rdumen, insbesondere das soqg.
Metrisations~Problem, d4.h. die Frage nach hinreichenden und notwen-
digen Bedingungen dafiir, daB eine Topologie durch eine Metrik indu-
zlerbar ist. 1923 charakterisierten sie (in heutiger Terminologie;
der Begriff der uniformen Strukturen wurde erst spdter geschaffen)
diejenigen uniformen Strukturen, die durch eine Metrik induzierbar
sind, 1929 charakterisierten sie die kompakten Topologien, die durch
eine Metrik induzierbar sind, und 1925 charakterisierte Urysohn die-
jenigen separablen Topologien, die durch eine Metrik induzierbar
sind. Eine endgiiltige L&sung des Metrisationsproblems war ihnen
nicht vergdnnt. 1924 verungliickte Urysohn, der genialere der beiden,
t6dlich. Nach einem Besuch Hausdorffs in Hamburg, Hilberts in G&t-
tingen und Brouwers in Holland, hatten die beiden Russen den klei-
nen Ort Batz an der Slidkiste der Normandie aufgesucht, um dort ih-
re Forschungen in Ruhe fortzusetzen, Beim gemeinsamen Baden im Meer
wurde Urysohn, der ein hervorragender Sportler und ausgezeichneter
Schwimmer war, von einer gewaltigen Welle erfaBt und gegen die Fel-
sen geschleudert., Alexandroff, der von derselben Welle auf den
Strand geworfen wurde und nur voriibergehend betdubt war, gelang es
nur noch, den K8rper seines toten Freundes unter Einsatz des eige-
nen Lebens zu bergen. Die L8sung des Metrisationsproblems gelang,
unabhdngig voneinander, 1950 dem Japaner Nagata, 1951 dem Russen
Smirnov und 1951 dem Amerikaner Bing, nachdem wesentliche Vorarbei-
ten 1940 von dem Amerikaner Tukey durch Schaffung des Begriffs
"vollnormal" und Beweis der Implikation metrisierbar = vollnormal,
1944 von dem Franzosen Dieudonn& durch Schaffung des Begriffs "pa-
rakompakt" und 1948 von dem Briten A.H. Stone durch den Beweis der
BEquivalenz vollnormal < parakompakt geleistet worden waren. Die
Wichtigkeit des Begriffs parakompakt flir die L&sung des Metrisa-
tionsproblems wird besonders deutlich durch das Ergebnis von Nagata
(1950) und Smirnov (1953), daB8 ein lokal metrisierbarer topolo-
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gischer Raum genau dann metrisierbar ist, wenn er parakompakt ist.

Auch in Warschau entstand eine bedeutende Topologen-Schule. Die Griin-
dung der der Mengenlehre und den Grundlagen der Mathematik gewidme-
ten Zeitschrift Fundamenta Mathematica 192¢ durch Janiszewski, Ma-
zurkiewicz und Sierpifiski bedeutete nicht nur die Inaugquration der
Polnischen Schule der Mathematik, sondern schuf dariiber hinaus ein
international bedeutsames Forum, mittels dessen neue Ergebnisse der
Mengenlehre, Topologie, MaBtheorie und Punktionalahalysis schnelle
Verbreitung fanden, und machte Warschau fiir lange Zeit zum wichtig-
sten Zentrum der mengentheoretischen Topologie. Aus der Fiille der
Resultate sei nur die Kuratowskische Definition (1922) topologischer
R&ume in ihrer heutigen Allgemeinheit durch Axiomatisierung des Be-
griffs "abgeschlossene Hiille" erwdhnt. Die Beschreibung topologi-
scher Rdume mittels offener Mengen, wie sie in den meisten modernen
Lehrbiichern der Topologie zu finden ist, geht auf Tietze (1924)

und in ihrer heutigen Form auf Alexandroff (1925) =zuriick. Andere
Definitionsmdglichkeiten, z.B. mittels abgeleiteter Mengen oder
mittels abgeschlossener Mengeﬁ wurden von Sierpinski (1927) angege-
ben, einem der produktivsten Mathematiker, der tiber 700 Arbeiten in
den verschiedensten mathematischen Gebieten verdffentlichte, nach
dem eine StraBe in Warschau und ein Krater auf dem Mond benannt
sind und auf dessen Grabstein die schdnen Worte "Erforscher des

Unendlichen" stehen.

Es kann und soll hier nicht der Versuch gemacht werden, die rasante
Entwicklung der mengentheoretischen Topologie auch nur skizzenhaft
darzustellen. Erwdhnt seien nur noch die beiden folgenden Entwick-

lungslinien:

(1) Wihrend im metrischen Riumen die Konvergenz von Folgen zur Be-
schreibung der topologischen Struktur hinreicht, werden fir topo-
logische Riume allgemeinere Konvergenzbegriffe bendtigt., Noch heu-
te bei Analytikern beliebt ist die 1922 von E.H, Moore und H.L.
Smith entwickelte Konvergenz sog. Moore-Smith-Folgen. Ein erheb-
lich eleganteres und (wegen der Existenz von Ultrafiltern) weitaus
brauchbareres Instrumentarium wurde 1937 von Cartan mit den Begrif-
fen "Filter" und "Konvergenz von Filtern" geschaffen.

(2) Wihrend in metrischen R&umen topologische und uniforme Begrif-
fe analysiert werden k&nnen, sind fir topologische Ridume wichtige
aus der Analysis stammende uniforme Begriffe wie '"vollstdndig",
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"total-beschridnkt"”, "gleichmdBig stetig", "gleichmdBig konvergent"
usw. nicht formulier- und somit nicht analysierbar. Unabhéngig von-
einander schufen A, Weil (1937) und Tukey (1940) den Begriff des
uniformen Raumes durch Axiomatisierung der Begriffe "entourage"

bzw. "uniforme Uberdeckung".

Efremovic schuf 1952 den Begriff des Proximitdts—-Raumes durch eine
(im Gegensatz zu Riesz's friherem Versuch) erfolgreiche Axiomati-
sierung des Begriffs der "benachbarten Mengen". Jede Metrik indu-
ziert sowohl eine uniforme als eine Proximitdts-Struktur, die bei-
de dquivalent sind (weshalb wir im vorliegenden Buch die Begriffe
"entourage" und "uniforme Uberdeckung" vermeiden und uns statt des-
sen auf die Entwicklung der anschaulicheren Begriffe der "benachbar-
ten Mengen und Folgen" beschrdnken konnten). Neben metrischen topo-
logischen, uniformen und Proximit#ts-R&umen enﬁstanden im Laufe der
Zeit eine Reihe weiterer abstrakter Raumtypen, mit deren Hilfe je-
weils bestimmte topologische Phdnomene besonders deutlich in den
Griff zu bekommen sind. Diese Zerfaserung topologischer Raumbegrif-
fe erwies sich naturgemdg als unbeguem und filhrte innerhalb der
letzten 20 Jahre zu neuen Synthesen. Als besonders erfolgreich er-
wies sich einersetis der auf Kat&tovs Arbeit "On continuity struc-
tures and spaces of mappings” (19565) basierende Begriff des Nachbar-
schaftsraumes, der es in einfacher und natilirlicher Weise gestattet,
topologische, uniforme und Proximit&ts-Begriffe simultan zu entwickeln,
ohne die am Ende dieses Buches herausgearbeiteten Mingel des Begriffs
"metrischer Raum” aufzuweisen (und der in dem geplanten Buch Topolo-
gie dargestellt werden soll), andererseits eine in der Sprache der
Kategorientheorie entwickelte Theorie topologischer Strukturen, in
der die erstaunliche Fille der bei der Untersuchung der verschieden-
artigsten topologischen Raumtypen auftretenden formalen Gemeinsam-

keiten systematisch untersucht und "erklart” wird.





